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VON 
F. GOTZE 
(Communicated by Prof. A. C. ZAANEN at the meeting of January 30, 1965) 
1. Einleitung 
VON MEHLER [6] wurde 1881 eine Integraltransformation erwahnt, die 
eine Umkehrformel besitzt. Der Integralkern besteht hierbei aus einer 
Kugelfunktion Pk(z) mit Re(k) = -!. Durch Arbeiten von FOCK [2] und 
VILENKIN [8] ist die Mehlertransformation abermals zum Gegenstand 
mathematischer Forschung geworden. Dabei gibt FOCK in [2] hinreichende 
Bedingungen fur die Existenz des Umkehrintegrals, wahrend Vilenkin 
das Mehlersche Ergebnis auf den Kern Pkm(Z) ausdehnt. 
An diese Resultate anknupfend beschaftigt sich die vorliegende Note 
mit einer weiteren Verallgemeinerung der Umkehrformeln, wo als Kern 
die durch KUIPERS und MEULENBELD [3] eingefuhrte, von drei komplexen 
Parametern k, m, n abhangende Funktion Pkm,n(z) erscheint. Sie ist 
Losung der zur Fuchsschen Klasse gehorenden verallgemeinerten Legen-
dreschen Differentialgleichung 
d2w dw { m 2 n2} (1) (l-z2) dz2 - 2z dz + k(k+ 1) - 2(I-z) - 2(1 +z) w = 0 
und besitzt die Darstellung [3] 
Pkm,n(z) = 
1 (z + l)n/2 (m-n m-n l-Z) (2) = r(1-m)·(z-l)m/2 F k--2-+1, -k--2-; I-m;-2-
(i arc (z±l)i<:rc, iZ-li<2, m=l=I,2,3, ... ) 
Durch analytische Fortsetzung der hypergeometrischen Funktion gewinnt 
man hieraus nach [4] zum Beispiel 
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2-k- a r(2k + 1) (Z + l)ml2 
Pkm,n(z) = r(k-a+l) r(k-b+l) z~1 (z+l)k . 
(3) 
. F (-k-a -k-b' -2k' _2_) + 
, , , z+1 
2k- a+l r( -2k-l) (z+ l)m/2 
+ r( -k-a) r( -k-b) z-1 (z+ 1)-k-l . 
. F ( k - a + 1, k - b + 1; 2k + 2; Z! 1) 
(Iarc (z±I)I<n, IZ+ll>2, 2k#0, ±1, ±2, ... ), 
wo abkiirzend gesetzt wurde 
(3') m-n 
-2-= a, m+n = b 2 . 
Wir brauchen weiterhin die Ableitung einer verallgemeinerten Kugel-
funktion nach dem Argument z. Mit den Bezeichnungen (3') gilt hierfiir 
die in [5] bewiesene Formel 
(4) 
2. Asymptotische Entwicklungen: 
Das Verhalten von Pkm,n(z) fur groBe Werte Izl, welches spater benutzt 
wird, ist vermoge (3) in der Gestalt 
[ 2-a r(2k+ 1) (Z)k Pkm,n(z) = r(k-a+l) r(k-b+l) "2 + 
(5) 2-ar(-2k-l) (Z)-k-l] { (I)} 
+ r( -k-a) r( -k-b) "2 1 +0 Z 
(Iarc zl <n, Izl ~ 1, 2k# 0, ± 1, ± 2, ... ) 
angebbar. 
Um auch Pkm,n(z) mit z> 1, Re(k) = - t fur groBe Werte des Imaginar-
teils von k beurteilen zu konnen, verwenden wir aus [1] die asymptotische 
Entwicklung der hypergeometrischen Funktion 
F ( lX + A, f3 _ A; y; 1; z) = 
26 Series A 
= r(y) r(I-f3+A) 2"'+Il-l(l-e-;)-YH(I+e-~)Y-"-P-!. 
r(t) r(y-f3+A) 
. A-t[e(h'J);+ e"i(Y-t)-(H");] {I +oC~I)} 
(l<z=ch~, Re(A»O). 
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Ubertragen auf die verallgemeinerte Legendresche Funktion (2) ergibt 
sich mit (3') und den Bezeichnungen 
m-n m-n 
A=k+I, IX = - -2-' f3 = 1 - -2-' y=I-m 
die folgende Entwicklung 
(6) 
Pkm,n(ch~) = r(k+a+I) 2-a[2n(k+I) sh~]-t. 
r(k-b + 1) 
[e(kH)~ +e-"i(m-i)-(kH>~] {I + oC~I)} 
(~>O, Re(k»-I). 
Hieraus resultiert fur den uns interessierenden Fall k= -t+is, s reell, 
unter Benutzung der Stirlingschen Asymptotik der Grammafunktion 
(6') ~ P'!!:'t\is(ch~) = 2-asm-i V n:h ~ cos [s~ + ~ (2m-I)] {I + o(~)} 
~ (~> 0, s reell, m, n beliebig komplex). 
Nach diesen Vorbereitungen kann nun mit der Herleitung der Umkehr-
formeln begonnen werden. Dabei ist fur unser Vorgehen eine Arbeit 
VAN NOSTRAND'S richtungsweisend, der in [7] - dort jedoch mit einer 
vollig anderen Zielstellung - ahnliche Uberlegungen angestellt hat. 
3. Herleitung der Inversionsformeln: 
Es seien r, s, Z reell, z> 1, und m, n beliebig komplex. Die Funktionen 
(7) 
geniigen dann bzw. gemaB (1) den verallgemeinerten Legendreschen 
Differentialgleichungen 
:z [(Z2- I ) ~:] + [(t+ ir) (t-ir) + 2(I~Z) + 2(I:Z)] u = 0 
:z [(Z2- I ) ~:] + [(t+ iS) (t-is) + 2(I~Z) + 2(In+Z)] v = o. 
lVIultipliziert man die erste mit v, die zweite mit u, subtrahiert beide 
Gleichungen voneinander und integriert bezuglich z von 1 bis t> 1, so folgt: 
(r2-s2) J uv dz = 1 {~ [(Z2-I) dV]} udz - 1 {~[(Z2-I) dU]} v dz. 
1 1 dz dz 1 dz dz 
Partielle Integration rechter Hand liefert 
(8) t [ (dV dU)] z = t (r2-s2) f uvdz = (z2-I) u- - v- . 
1 dz dz Z= 1 
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Formt man den Ausdruck in der eckigen Klammer 
1p(z) = (Z2 -1) {~'!-Hr(Z) :Z ~'!\iS(Z) - ~'Hi8(Z) :Z ~'t\ir(Z) } 
durch Anwendung von (4) weiter um, so erhalt man nach einigen Zwischen-
rechnungen 
) 1p(z) = Vz2-1 W!-b)2+r2] ~'!-H8(Z) ~t+'i~-l(Z) -(9) 
- m--b)2+s2] ~'!-Hr(z) ~tti~-l(Z)}. 
Die Einfuhrung der Integrationsgrenzen nach (8) zeigt, daB 1p(z) fur Z = 1 
Null ist, falls der Inhalt der geschweiften Klammer endlich bleibt oder 
sich h6chstens fur z---J>-1+0 wie O{(z-l)-HB} verhalt (8)0). Wegen 
dieses Wachstumsverhaltens muB m in der Halbebene Re(m) < 1 liegen, 
wie mit der in der Umgebung von Z = 1 geltenden Entwicklung (2) 
beurteilt werden kann. Also ist 
(10) lim 1p(z) = 0 fur Re(m) < 1 
und aus (8) ergibt sich 
- [(!-b)2+S2] ~·!+'r(t) ~tti~-l(t)}. 
Wir multiplizieren diese Gleichung mit einer noch naher zu charakteri-
sierenden Funktion f(r), integrieren bezuglich r uber das unendliche 
Intervall 0 <; r < 00 und bilden hiervon den Limes t ---J>- 00, dann ist 
00 t 
lim f dr f(r) f dz ~'Hir(Z) ~'!-H8(Z) = 
1-->00 0 1 
(12) 00 Vt21 
= lim f f(r) ~ W!-b)2+r2] ~'!+is(t) ~tti~-l(t) -
t-->oo 0 r - s 
- [(!-b)2+S2] pr~-'!+ir(t) ~t_h~-l(t)} dr. 
Fur's erste werde angenommen, daB alle diese Operationen zulassig sind. 
1m weiteren Verlauf wird an geeigneter Stelle noch genau formuliert, 
welche Bedingungen f(r) erfiillen muB, damit (12) einen Sinn hat. 
Ruckgreifend auf (5) erhalt man zunachst fur t ---J>- 00 
(13) ~'r+i8(t) = t-I[A(s) cos (slg t) + B(s) sin (slg t)] {I +O(l/t)}, 
wobei 
(13') 
2t-a+i8 r( -2is) 2t-a-i8 r(2is) 
A (8 ) = r( 1 . ) r( 1 b .) + -;=r;-;-:( 1;-----:-· -:-) r~( l'--:"'b;----:-7· )I-a-u I- -u I-a+u I- +u 
21-a- i 8 r(2is) 
r(!-a+is) r(!-b+is) . 
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Mit diesen Bezeichnungen findet man auBerdem die folgende Entwicklung l pm-l .... -l(t) = tl [(t-b)A(S) -sB(s) cos (sIg t) + -Hu (t-b)2+S2 (14) 
(t-b)B(s)+sA(s) . (I )] {I o(!)} 
+ (t - b)2 + S2 sm s g t + t . 
Indem wir jetzt rechter Hand in (12) die verallgemeinerten Legendreschen 
Funktionen durch (13, 14) ersetzen, ergibt sich 
00 t 
lim S dr f(r) S dz P"?!:.·t"+i,(z) P"?!:.·l"+is(Z) = 
t_oo 0 1 
• 00 Vt2-1 [sA(r)B(S)-rA(s)B(r) 
= hm S f(r) -- cos (r Ig t) cos (sIg t) ~ooO t ~-~ 
sB(r) B(s) +rA(r)A(s) . + sm (r Ig t) cos (sIg t) 
r2-s2 
sA(r)A(s)+rB(r)B(s) (I)' (I ) 
- 22 cos rgtslU sgt 
r -s 
sA(s)B(r)-rA(r)B(s) . (I ). (I )] 
- 2 2 sm r gt sm s gt . 
r -s 
. {I +O(ljt)} dr. 
Nun strebt Vt2t-l fur t-+ 00 gegen 1 und O({) verschwindet. Beruck-
sichtigt man dies, so foIgt nach kurzer Umformung 
00 t 
lim S dr f(r) S dz P"?!:.·!"'Hr(z) P"?!:.·l'Hs(z) = 
t_oo 0 1 
(15) 
Dabei bedeuten 
(15') 
= lim r f(r) {!PI(r, s) COil (r Ig t) cos (sIg t) 
~oo 0 
+ !p2(r, s) sin (r Ig t) sin (sIg t) 
+ !P3(r, s) cos (r Ig t) sin (sIg t) 
( ) sin [(r-s) Ig t]} d + !P4 r, s r. 
r-s 
( ) _ sA(r)B(s)-rA(s)B(r) !PI r, s - 2 2 
r -s 
( ) _ sB(r) B(s) +rA(r)A(s) !P2 r, s - 2 2 
r -s 
!p3(r, s) = A(r) A(s) - B(r) B(s) 
r+s 
!P4(r, s) = rA(r) A(s) +sB(r) B(s) • 
r+s 
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Unter Verwendung des Riemann-Lebesgueschen Lemmas [9] 
(16) • 00 { cos (rt) } hm S g(r) . (t) dr = 0, 
t_oo 0 SIn r 
wo g(r) E £(0, (0), bleibt von der rechten Seite in (15) nur der Ausdruck 
mit CP4 ubrig, welcher (ohne den Limes) ein Dirichletsches Integral darstellt. 
Allgemein gilt nach [9] mit stetigem und in O<r<oo absolut integrier-
barem g(r) 
(17) 1· 1 OOs () sin [t(r-8)] d ( ) Im- gr r=g8, 
1-00 no r-8 
(8) 0) 
so daB ( 15) hiernach in 
(18) 00 t n lim S dr I(r) S dz ~'f+iT(Z) ~'f+i'(Z) = 2" [A2(8) + B2(8)] 1(8) 
t_oo 0 1 
ubergeht. Vermoge (13') ist dabei 
(19) A2() B2() = 23- 2a r(2i8) r( -2i8) 
8 + 8 r(t-a+i8) r(t-a-i8) r(t-b+i8) r(t-b-i8) . 
Die absolute Integrierbarkeit von g(r) in (16, 17) erfordert - im Hinblick 
auf (15) - daB 
(20) I(r) cpj(r, 8) E £(0, (0), j = 1,2,3,4. 
Untersucht man das Verhalten der in (15') definierten Funktionen cpj(r, 8) 
im Gebiet O<r<oo, 0<8<00, so zeigt sich, daB die cpj(r, 8) dort stetig 
und differenzierbar sind. Bei CPl und CP2 muBte man zunachst noch r =1= 8 
voraussetzen, doch folgt hier die Stetigkeit z.B. fur CPl nach I'Hospital 
durch die Festsetzung 
cpl(8,8) = t [ A'(8) B(8) -A(8) B'(8) - A (8)8 B(8)] . 
Weiterhin findet man 
{ O(r-l) fur r -+ 0 CPj (r,8) = O(rm-l) fur r -+ 00. 
Wegen Bedingung (20) ist I(r) deshalb in den Intervallenden groBen-
ordnungsmaBig durch 
l(r)=O(r6) fur r -+ 0 (21) 
(21') I(r) = O(r-m-.-t ) fur r -+ 00 
einzuschranken (6,8 beliebig positiv). 
Ruckkehrend zu (18) bemerken wir, daB dort der Limes nicht unter 
das Integral gezogen werden darf, denn gemaB (13) verhalt sich der 
Integrand in (18) fur groBe Z wie O(Z-l), weshalb das innere Integral 
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fiir t --+ <Xl nicht konvergent ware. Jedoch konnen wir zuvor unter der 
Voraussetzung I(r) E L(O, <Xl) die Integrationsfolge vertauschen, wenn m, 
was mit (10) vertraglich ist, auf die Halbebene Re(m) < t eingeschrankt 
wird. Man erkennt namlich an Hand der asymptotischen Entwicklung 
(6'), daB mit I(r) auch l(r)~'r+iT(z) fiir r --+ <Xl - in Ubereinstimmung 
mit (21') - absolut integrierbar ist, falls Re(m)<t. 
Es ergibt sich also 
00 00 
S dz ~'r+i8(Z) S dr I(r) ~·r+i.(Z) = 
(22) 1 0 
7t I(s) r(2is) r( - 2is) 
= 4a - 1 • r(t-a+is)r(t-a-is)r(t-;-b+is)r(t-b-is)' 
(22) stellt ein Analogon zur Fourierschen Integralformel dar. Es handelt 
sich hier um die Zerlegung einer Funktion I(s) in ein Integral nach 
verallgemeinerten Legendreschen Funktionen. Benennt man in (22) das 
innere Integral durch F(z), so laBt sich die Integralzerlegung in ein Paar 
von Umkehrformeln aufspalten: 
(23) 7t r(2ts) r( -~ts) 00 ) 
I(s) = 4a - 1 • r(t-a+is) r(t- a --: is ) r(t--:b+is)r(t- b - is ) . 
S F(z) ~'r+i8(Z) dz. 
1 
00 
(23') F(z) = S I(s) ~'r+i8(Z) ds. 
o 
Wie aus (2) leicht festzustellen, ist nun ~'r+i8(Z) eine in s gerade 
Funktion. Diese Eigenschaft iibertragt sich gemaB (23) deshalb auch 
auf I(s) undes gilt I(s) = I( -s). Beriicksichtigt man noch das Verhalten 
von I(s) bei s=O durch die zu (21) aquivalente Aussage 1(0)=0, so laBt 
sich abschlieBend der folgende Satz formulieren: 
Satz 1: I( s) sei in 0 « s < <Xl stetig und habe die Eigenschaften 
1) l(s)=/(-s) 
2) 1(0) = 0 
3) I(s) E L(O, <Xl). 
Sind dann m, n beliebig komplex und Re(m)<t, so existiert 
00 
F(z) = f I(s) ~'r+i8(Z) ds, (1 <z<<Xl) 
o 
und es gilt die Umkehrformel (23). 
Bei Ausdehnung der Bedingungen auf stiickweise stetige Funktionen 
mit endlichen Sprungstellen ist I(s) in der Inversionsformel durch 
I(s+o) + I(s-o) 
2 
zu ersetzen. 
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Mittels der Umbezeichnungen 
[ 41-a r(2is) r( - 2is) ]! _ 
n r(t-a+is)r(t-a-is)r(t-b+is)r(t-b-is) /(s) - g(s) 
F(z) = G(z) 
kann den Umkehrformeln auch eine symmetrische Gestalt gegeben werden. 
Wir formulieren dies in dem 
Satz 2: Es sei g(s) eine in O<s<= stetige Funktion mit den Eigen-
schaften 
1) g(s)=g( -s) 
2) g(s) EL(O, 1) 
3) g(s)s!-m E L(1, =). 
Sind dann m, n beliebig komplex und Re(m) < t, so konvergiert 
G(z) = I g(s) K (: ; m, n) ds, (1 <z<=) 
und es gilt die Umkehrformel 
g(s) = I G(z) K(: ; m, n) dz, 
wo der Kern die Gestalt hat 
K 'm n = -_. ( z ) [2m- n 
s' , 4n 
r( l-m+n . )r(1-m+n . )r(1-m-n . )r(l-m-n .)]! 2 +M 2 ~s 2 +~s 2 ~s . 
r(2is) r( -2is) 
Fur n = m vereinfacht sich der Kern unter Verwendung bekannter 
Beziehungen fur die Gammafunktion zu 
( z. ) _ [r(t-m+iS) r(t-m-iS)]i K s' m - r(is) r( -is) ~t+is(z). 
Rechts steht die einfache zugeordnete Funktion von Legendre. Mit diesem 
Kern finden sich die entsprechenden Inversionsformeln bei VILENKIN [8], 
die hier ihre sinnvolle Verallgemeinerung gefunden haben. SchlieBlich sei 
noch mit m=n=O der von MEHLER [6] behandelte Fall genannt, wo 
die Kernfunktion 
K (:) = Vs tanh (ns) P -His(Z). 
ist. 
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